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Da un problema di termodinamica 

alla quadratura dellôiperbole



Motivazione del percorso

¾ I libri di testo di matematica non danno nessuna indicazione su 

come si possa calcolare lôarea sottesa a unôiperbole e, in generale, 

a una funzione qualsiasi se non dopo aver trattato il calcolo 

infinitesimale.

¾ Introducono il numero di Nepero e senza alcuna giustificazione 

oppure definendolo come limite di successione, senza che gli 

studenti conoscano tale operazione.

¾ Non lasciano comprendere perché sia utile ricorrere ai logaritmi 

naturali piuttosto che a quelli in altre basi.

¾ Nei testi di fisica le formule per il calcolo del lavoro termodinamico 

(isoterme ed adiabatiche) vengono introdotte senza alcuna 

dimostrazione.

¾ Con un approccio multidisciplinare abbiamo cercato di costruire un 

percorso che superi le problematiche sopra esposte.



Collocazione nel curricolo verticale

¾ Il percorso ¯ stato collocato nellôultima parte del terzo anno 
di un liceo scientifico opzione scienze applicate, prima di 
cominciare lo studio dei logaritmi in matematica e allôinizio 
dello studio della termodinamica in fisica.

¾ Un fattore di forza ¯ stata la presenza dellôinsegnamento di 
informatica che ha consentito di implementare al calcolatore 
alcune  procedure in C++.

¾ Il percorso, per la sua trasversalità e per il fatto di includere 
argomenti che non sempre vengono affrontati negli stessi 
periodi dellôanno, si presta a essere sviluppato anche in 
momenti temporalmente distanti (ad esempio a cavallo tra il 
terzo e il quarto anno).



Obiettivi
¾ Rafforzare il significato fisico di area e introdurre il concetto 

di integrale a partire dal suo significato grafico.

¾ Introdurre il calcolo integrale con metodi numerici.

¾ Fare apprendere un metodo numerico per calcolare il lavoro 

di forze non costanti.

¾ Fare comprendere la necessità di un trattamento numerico e 

conseguente uso della programmazione.

¾ Rendere consapevoli che i problemi matematici non hanno 

sempre soluzioni analitiche.

¾ Introdurre in maniera intuitiva i concetti di convergenza di 

successione, di limite e il teorema del confronto.

¾ Giustificare lôutilizzo di e come base privilegiata di 

esponenziali e logaritmi.



Elementi salienti 

dellôapproccio metodologico 

¾ Didattica per problemi: vengono assegnate delle schede di 

lavoro. Dallôesecuzione dei compiti assegnati emergono i 

concetti teorici da veicolare.

¾ Ribaltamento dellôapproccio analitico: 

1. Si parte dal grafico per approdare al calcolo 

numerico dellôintegrale senza lôuso di tecniche di 

integrazione.

2. Si ricava e come limite a partire da un problema 

geometrico di cui lo stesso numero e è soluzione.

¾ Uso di metodi numerici implementati attraverso la 

programmazione del calcolatore.



Materiali, strumenti e 

apparecchi utilizzati

¾ Software GeoGebra, Excel, linguaggio 

di programmazione C++.

¾Uso della LIM in classe e nel laboratorio.

¾ Schede di lavoro.

¾Dispense autoprodotte.



Ambienti in cui si è sviluppato 

il percorso 

¾Aula.

¾Aula di informatica.



Tempo impiegato

¾ Messa a punto preliminare nel gruppo LSS: 5 ore. 

¾ Progettazione specifica: 20 ore (verifica dei 
materiali e degli strumenti; realizzazione 
preliminare delle esperienze con GeoGebra; 
ricerca dei testi storici; redazione delle dispense, 
delle schede di laboratorio e di lavoro; definizione 
del percorso). 

¾ Periodo: maggio.

¾ Tempo-scuola di sviluppo del percorso: 15 ore (7 
matematica, 3 fisica, 4 informatica, 1 per la verifica 
finale). 

¾ Documentazione del percorso: 30 ore. 



Descrizione del percorso didattico

¾Nella prima parte del percorso si affronta il 

problema dellôintegrazione numerica, con 

una riflessione sulle procedure da adottare 

e si cercano i metodi più efficaci per 

minimizzare lôerrore.

¾Nella seconda parte si presenta il metodo 

di Gregorio di San Vincenzo e si giunge alla 

definizione geometrica di e.



Prerequisiti

¾ Fisica: concetto di lavoro, lavoro di una 

forza non costante.

¾Geometria: proprietà delle dilatazioni e 

contrazioni.

¾ Algebra: caratteristiche delle 

successioni aritmetiche e geometriche.  

¾ Informatica: conoscenza del linguaggio 

C++ e utilizzo dei cicli.



Punto di partenza: il lavoro

¾Quando comprimiamo isobaricamente un 

gas compiamo un certo lavoro L che 

corrisponde sul piano pV allôarea di un 

rettangolo.



Lavoro in una 

trasformazione isoterma
¾Nel caso di una trasformazione isoterma 

abbiamo, sul piano pV unôiperbole.

¾Il lavoro sar¨ dato dallôarea sottesa al 

grafico tra i punti di ascissa V1 e V2.



Il problema matematico
¾ Come possiamo calcolare lôarea sottesa a 

unôiperbole?

¾ Quale errore commettiamo? Lôidea ¯ quella di 

calcolare il lavoro approssimando la trasformazione 

isoterma con una sequenza di brevi trasformazioni 

isobare.

¾ Operazioni analoghe sono già state fatte per il calcolo 

dello spazio percorso sul grafico s-t e per il lavoro 

della forza elastica. 

¾ Siamo in presenza del calcolo di unôarea che non ¯ 

assimilabile a quella di un triangolo o di un trapezio 

ma a una regione mistilinea chiamata trapezoide.



Il problema matematico

¾ Usando le variabili canoniche x

e y in luogo di p e V e 

ricordando che il prodotto nRT è 

costante la nostra legge diventa 

xy = k. 

¾ Come varia lôarea sottesa a 

y=k/x al variare di k?



¾ Nella scheda di lavoro assegnata 

viene richiesto di confrontare lôarea 

sottesa alla funzione  f(x) = 2x+1 tra 

due estremi x0 = 1 e x1 = 3 e la 

funzione g(x) = 2 f(x) ovvero y = 4x+2.  

¾ Otteniamo nel primo caso il trapezio di 

vertici A(1,0), B(1,3), C(3,0), D(3,7). 

¾ Nel secondo caso il trapezio di vertici 

A(1,0), Bô(1,6), C(3,0), Dô(3,14). 

¾ Lôarea del secondo trapezio ¯ il doppio 

del primo.

Facciamo un esempio



Ritorniamo allôiperbole
¾ Viene chiesto agli studenti 

cosa si aspettino nel caso 

dellôiperbole.

¾ Congetturano in maniera 

convinta che lôarea sottesa 

a y=1/x sia la metà di 

quella sottesa a y=2/x e un 

terzo di quella sottesa a 

y=3/x: una dilatazione 

lungo lôasse y provoca una 

uguale dilatazione dellôarea 

sottesa.



Semplifichiamo il problema

¾ Prendiamo allora per comodità k = 1 e cerchiamo di 

calcolare lôarea sottesa allôiperbole equilatera 

delimitata dallôasse x e dalle rette x=1 e x=a (ovvero 

integrare la funzione y=1/x tra gli estremi 1 e a). 

¾ Cercheremo poi di generalizzare i risultati ottenuti.



Meglio rettangoli o trapezi?

¾Come fare? La maggioranza degli studenti 

propone di usare rettangoli, due propongono 

di usare dei trapezi. 

¾Quale altezza assegnare ai rettangoli? 

¾ Alcuni propongono di utilizzare come 

altezze le ordinate dei punti medi.

¾ Altri di fare la media tra le aree dei rettangoli 

inscritti e circoscritti (affiora in maniera 

intuitiva il metodo del confronto)



Un poô di calcolo a mano

¾ Si pone a=2 e si calcola lôarea dei 

rettangoli che approssimano la regione 

A per eccesso e per difetto con numero 

di rettangoli e di trapezi pari a 1, 2, 5.



Deduciamo le formule generali

¾ Viene chiesto agli studenti di ricavare le 

formule generali per calcolare lôarea.

¾ Si procede insieme a scriverle in maniera 

formale.



¾ Si scrive la formula generale e si calcola lôarea a mano 

nel caso di 10 rettangoli o trapezi.

¾ Al termine si confrontano i vari metodi.



Necessità di utilizzare il calcolatore

¾ Emerge subito la consapevolezza che per 

minimizzare l'errore abbiamo bisogno di un numero 

molto grande di rettangoli: ciò porta all'esigenza di 

creare un procedimento automatizzato che gestisca 

un alto numero di operazioni.

¾ Da questo punto in poi lavoreremo usando in classe 

GeoGebra con le funzioni rettangolo e trapezio e in 

aula di informatica  programmando idonee 

procedure di calcolo.



Il lavoro con GeoGebra
Usando GeoGebra 

possiamo sfruttare le 

funzioni, già implementate 

nel software, Rettangoli e 

Trapezi per valutare lôarea 

sottesa alla curva.

La funzione Rettangoli 

consente di scegliere 

lôaltezza f(x0). Lôascissa x0 

si seleziona inserendo un 

numero compreso tra 0 e 1 

(dove 0 corrisponde 

allôestremo sinistro, 1 a 

quello destro, 0.5 al punto 

medio).

Link al file in figura: https://www.geogebra.org/m/QY85FqZt

https://www.geogebra.org/m/QY85FqZt


Il lavoro con GeoGebra
La possibilità di aumentare

notevolmente il numero dei

rettangoli (o dei trapezi)

convince gli studenti che

scegliendo n grande non

cambi significativamente il

risultato.

Link al file in figura: https://www.geogebra.org/m/QY85FqZt

https://www.geogebra.org/m/QY85FqZt


Attività nel laboratorio di informatica

¾ Si implementano in C++ i passaggi 

discussi in classe per approdare al 

calcolo dellôarea usando il metodo dei 

rettangoli e quello dei trapezi e 

confrontandone infine i risultati.

¾ I due metodi utilizzano un ciclo for già 

noto agli studenti.



Metodo dei rettangoli



Metodo dei trapezi



Confronto tra i due metodi

Si calcolano le aree con un numero di rettangoli o trapezi 

crescente da n=10 a n=1000000 con una progressione geometrica 

di ragione 10.

Si nota che allôaumentare del numero dei rettangoli o dei trapezi i 

valori ottenuti convergono con precisione diversa a seconda del 

metodo utilizzato e dallôespressione della funzione.

Gli studenti giudicano ragionevole per n grande ritenere i due 

metodi equivalenti.



Esempio di eseguibile



Una proposta alternativa

¾ Finora abbiamo utilizzato rettangoli con 

la stessa base o trapezi con la stessa 

altezza ma tra loro diversi. 

¾ A questo punto il docente formula una 

nuova richiesta: è possibile disegnare 

due rettangoli adiacenti che hanno la 

stessa area? E in che rapporto devono 

essere le loro basi?



Parte la caccia al 

rettangolo misterioso
¾ Dato il rettangolo 

circoscritto allôiperbole, 

con base sullôasse x ed 

estremi di ascissa 1 e 

2, viene richiesto agli 

studenti di trovare il 

punto di ascissa k tale 

che il rettangolo di 

base compresa tra k e 

2 sia equivalente al 

primo.



Quanto vale k?
¾Gli studenti trovano per k un valore pari a 4.

¾ La richiesta seguente è di cercare il 

rettangolo adiacente successivo di uguale 

area: ottengono k = 8.



Una progressione geometrica
¾ È un caso che i valori di k siano potenze del 2?

¾ Il docente invita gli studenti a riprovare 

prendendo la base con estremi di ascissa 1 e 3.

¾ Si ripete lo stesso procedimento con un 

rettangolo di base compresa tra i punti di 

ascissa 1 e 3. Lôarea ¯ pari a 2/3.

¾ Stavolta i vertici successivi hanno ascissa 9 e 

27.

¾ Ancora una volta i punti sono in progressione 

geometrica.



¾ Proviamo a generalizzare usando come ascisse di 

partenza 1 e un generico valore a.

¾ Abbiamo effettivamente una progressione 

geometrica di ragione a.

¾ Possiamo ottenere identico risultato prendendo i 

rettangoli circoscritti allôiperbole.

Generalizziamo


